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Considérons le prolème de convection-diffusion

−∆u + div(vu) + bu = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω, (1)

avec Ω un ouvert borné (polygonal) de Rd, d ≥ 2, v ∈ Lp(Ω)d avec 2 < p < +∞ si d = 2 et p = d si
d ≥ 3, b ∈ L2(Ω), b ≥ 0 et f ∈ L1(Ω).
L’équation (1) présente deux principales difficultés, la donnée f ∈ L1 d’une part et la non coercivité de
l’opérateur u 7→ −∆u + div(vu) + bu d’autre part. L’existence et l’unicité d’une solution de (1) sont
démontrées dans [3] avec la notion de dualité et dans [1] avec le cadre des solutions renormalisées.
Pour des problèmes similaires, la convergence des schémas volumes finis est étudiée dans [4] et [5]. Les
auteurs y montrent que la solution du schéma converge vers une solution au sens des distributions. En
particulier, ils démontrent une version discrète des estimations de type Boccardo-Gallouët (voir [2]), qui
leur permet de passer à la limite.
Pour des données L1 il est connu qu’en général la solution au sens des distributions n’est pas unique. Le
cadre des solutions renormalisées (voir [6]) permet d’avoir des résultats de stabilité et d’unicité pour de
nombreux problèmes elliptiques ou paraboliques à donnée L1.
Dans ce travail nous démontrons que la solution du schéma converge vers la solution renormalisée de (1).
L’originalité de ce résultat vient du fait que nous passons à la limite dans une version discrète renormalisée
et que nous n’utilisons pas les estimations de type Boccardo-Gallouët.
Les principales difficultés sont de montrer l’équivalent discret de l’estimation sur l’énergie présente dans
la définition de solution renormalisée et de gérer les termes résiduels qui apparaissent dans le passage à
la limite. En effet, dans la version continue, une fonction test de type h(u)ϕ avec h à support compact
“tronque” l’équation (1) alors que dans la version discrète ce n’est pas le cas, ce qui complique et demande
un contrôle d’extra termes inhabituels.
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[4] J. Droniou, T. Gallouët et R. Herbin, A finite volume scheme for a noncoercive elliptic
equation with measure data, SIAM J. Numer. Anal., 6:1997–2031, 2003.
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