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Ce travail a pour objet 'analyse asymptotique d’une équation de diffusion contenant un opérateur de
transport raide. On cherche & étudier le comportement de la famille (u®)c~¢ lorsque € tend vers 0, ou u®
est solution du probleme :
1
Owu® — divy (D(y)Vyu®) + - b(y) - Vyu® =0, (t,y) e Ry xR™ (1)
us(0,y) = u™(y), y €R™,

ol D est un champ de matrices symétriques positives, b est un champ de vecteurs régulier a divergence
nulle et ol la donnée initiale u™ n’est pas nécessairement bien préparée (b- Vyui“ non nécessairement nul).
Une telle problematique est motivée par I’étude des différents régimes asymptotiques associés aux modéles
linéaires décrivant le transport de particules dans un plasma fortement magnétisé. Un exemple de tel
probleme est donné par 1’équation de Fokker-Planck, le transport singulier modélise alors les variations
rapides des particules autour des lignes de champs magnétiques et I'opérateur de diffusion les collisions
entre particules. Du point de vue numérique, la résolution de ces probléemes est fortement contrainte par
la présence d’un opérateur singulier. L’idée pour surmonter cette difficulté est de déterminer un systeme
limite homogénéisé n’étant plus contraint par le petit parametre ¢, et pour lequel les méthodes classiques
de résolution peuvent s’appliquer.

La réponse proposée dans [1] est basée sur le filtrage des oscillations dues au transport rapide le long des
courbes caractéristiques associées a b. On remarque que, contrairement aux u,, les solutions filtrées sont
stables et vérifient un nouveau probleme parabolique a deux échelles en temps, la matrice de diffusion
de ce probleme apparait comme étant une translation du champ D le long d’'un groupe d’opérateurs a
un parametre (G(s))ser. Un procédé d’homogénéisation a deux échelles nous améne & un systeéme limite
qui se trouve étre de nouveau une équation de diffusion. Le champ de diffusion homogénéisé associé (D)
peut étre vu comme une projection de D, par rapport a un produit scalaire judicieusement choisi, sur le
sous espace des éléments fixés par le groupe. On montre la convergence forte des solutions filtrées vers
la solution du modele homogénéisé a ’aide d’un résultat de convergence a deux échelles avec variable
rapide non périodique. L’introduction d’un correcteur nous donne un ordre de convergence. Des résultats
numériques concernant le calcul du champ (D) seront donnés. Ceux ci sont basés sur le théoreme de
Von Neumann qui donne une expression explicite de (D) comme une moyenne ergodique de D le long du

groupe d’opérateurs (G(s))ser
T

. 1
(D) = TETOO T ), G(s)Dds

Le groupe ayant pour générateur infinitésimal un opérateur de transport-réaction, on choisit un schéma
semi-Lagrangien pour faire sa résolution.
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