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Dans cette présentation, nous proposons une généralisation du système de Cahn-Hilliard deux phases à
la modélisation de mélanges contenant n constituants.
Les modèles de Cahn-Hilliard sont des modèles de type interfaces diffuses; cela signifie que les interfaces
entre les constituants sont représentées par des zones d’épaisseur ε faible mais non nulle. La position des
phases est alors représentée par les inconnues du problème ci, i = 1, . . . , n, appelées paramètres d’ordre,
que l’on peut assimiler aux fractions volumiques des phases. Ils varient brusquement entre 0 et 1 (valeurs
correspondant aux phases pures) mais de manière régulière dans les interfaces et vérifient la condition∑

1≤i≤n ci = 1. L’évolution (en temps) des paramètres d’ordre est dictée par la minimisation de l’énergie
libre du système qui tient compte des tensions de surface σij , 1 ≤ i 6= j ≤ n entre les constituants du
système et fait entrer en compétition deux termes: le premier est une combinaison linéaire des carrés des
gradients des paramètres d’ordre |∇ci|2, il pénalise la finesse des interfaces; le second est une fonction non
linéaire des paramètres d’ordre ci, appelée potentiel de Cahn-Hilliard qui, à l’inverse du terme précédent,
est minimale dans les phases pures.
Dans le cas où le système ne contient que deux constituants, la relation c1 = 1−c2 permet de ne considérer
qu’une seule inconnue notée c, et le système de Cahn-Hilliard, bien connu depuis [4], s’écrit comme suit ∂tc = div(M∇µ),

µ =
12

ε
σf ′(c)− 3

2
σε∆c,

où M est un coefficient de diffusion supposé constant ici; µ, le potentiel chimique, est la dérivée fonction-
nelle de l’énergie libre par rapport à c; et f(c) = c2(1− c)2 est le potentiel de Cahn-Hilliard deux phases.
Ce modèle a été généralisé au cas des mélanges contenant trois constituants dans plusieurs travaux. Nous
nous intéressons ici plus particulièrement aux travaux de [1] où la construction du modèle trois phases
proposé repose sur le principe de consistance, c’est-à-dire que le modèle trois phases coincide exactement
avec le modèle deux phases ci-dessus lorsque seulement deux phases sont présentes dans le système. Nous
généralisons dans cette présentation cette démarche au cas de mélange contenant n constituants n ≥ 2
(voir également [3]).
Nous donnons des conditions pour que les modèles obtenus soient bien posés. Nous présenterons également
des résultats numériques, incluant en particulier des simulations obtenues lorsque l’on couple le système
de Cahn-Hilliard aux équations de Navier-Stokes obtenant ainsi un modèle de type interfaces diffuses
pour la simulation d’écoulements multiphasiques (cf [2] pour le cas trois phases).
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