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Dans le but de modéliser le transport mucociliaire ou la nage de micro-organismes, et plus généralement
le mouvement de structures fines dans un fluide visqueux, nous avons été amenés à étudier le problème
de Stokes avec un second membre singulier : une masse de Dirac. En travaillant aussi sur un problème
plus simple, le problème de Laplace, nous avons considéré les deux approches suivantes.
La solution n’est pas régulière, et donc les résultats classiques de convergence des méthodes type éléments
finis ne sont plus valides. Néanmois, le problème discret a bien un sens. Scott a montré dans [1] pour
le problème de Laplace, qu’ il y avait convergence en norme L2 à l’ordre 1 en dimension 2 et à l’ordre
1/2 en dimension 3, pour les éléments finis P1 ou d’ordre supérieur. Nous avons observé numériquemet,
puis démontré, à l’aide de théorèmes fins d’analyse numérique type Nitsche et Schatz [2], un résultat de
convergence à l’ordre usuel sur un sous-domaine excluant un voisinage de la singularité. L’intérêt de ce
résultat est qu’il nous assure une bonne convergence de la méthode directe, si bien sûr on ne regarde que
ce qu’il se passe loin de la singularité.
La seconde approche, moins directe, consiste à extraire la singularité, qui est connue pour les problèmes
de Laplace et de Stokes, et à résoudre numériquement un problème annexe, lui régulier, dont nous savons
qu’il convergera à l’ordre optimal. Nous obtenons ainsi une méthode numérique efficace pour calculer
une solution approchée. Un autre avantage de cette méthode est qu’elle permet de considérer un grand
nombre de masses de Dirac. Si la construction du second membre est alors plus coûteuse, on ne résout
qu’un seul problème éléments finis, et sa taille est indépendante du nombre de masses de Dirac.
L’approche choisie pour modéliser un cil bronchique ou un flagelle bactérien, et pour prendre en compte
la finesse de sa structure, est de le voir comme une distribution linéique de force. Cette distribution
linéique sera elle-même approchée par une série de masses de Dirac alignées le long de la courbe dessinant
le cil. La méthode précédente permet d’envisager d’importants calculs en 3d sur un grand nombre de
cils. Une paramétrisation d’un cil bronchique, et par extension, de toute une forêt de cils, a été établie
par Fulford et Blake dans [3]. Reste alors à définir l’intensité de la répartition de force tout au long du
cil, s’appuyant sur un résultat de Cox [4].
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