Transport Optimal Anisotrope
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Considérons deux densités (po, pr) positives sur un espace €2, bornées et de méme masse.
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Le probleme de Monge-Kantorovich revient & déterminer un plan de transport (optimal) M entre py et
pr minimisant
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ou d(z,y) représente une distance sur 2. Pour le cas isotrope, on utilise habituellement d(z,y) = |x — y|.
La distance Ws(po, pr) définie par :

Wz(PO,PT)Q = inf |d(x,M(x))|2p0(x)dx,
Mtpo=pr JQ

est appelée distance de Wasserstein.

La résolution de ce probleme, dans la formulation introduite par Jean-David Benamou et Yann Bre-
nier [1] [2], se rameéne & la recherche d’un déplacement continu de la masse, qui minimise une certaine
énergie de transport 7" [, fOT p(t, x)|v(t, z)|?dzdt, (p étant la densité de masse et v la vitesse eulérienne
de déplacement). La distance de Wasserstein précédemment définie correspond alors a

T
Wa(po, pr)? = nf T// p(t,x)|v(t, x)|*dxdt.
O p+divy (pv)=0 QJo
p(0,.)=pg, p(T,.)=pp

Nous proposons tout d’abord d’utiliser cette formulation, afin de définir simplement un probleme de
transport optimal en milieu anisotrope (obstacles, polarisation, champs de force, etc...) en pénalisant
cette énergie de déplacement : on cherche un transport continu de masse (p,v) qui minimise une énergie
du type

T
T/Q/o p(t,z)v(t, )" A(t, z)v(t, x)dxdt

avec A(t,x) symétrique définie positive.

En second lieu, nous montrerons en quoi la formulation sous forme d’un probleme d’optimisation sous
contraintes permet de résoudre ce probléme par des méthodes de type Lagrangien augmenté [3], sous
réserve de lexistence de solutions théoriques dans des espaces appropriés a l'utilisation de tels algorithmes
(dans notre cas nous cherchons des solutions L?) [4].

La distance de Wasserstein (en tant que distance basée sur le déplacement) en milieu anisotrope nous
permet finalement d’aborder d’un point de vue nouveau un certain nombre de problemes, tels que ’analyse
d’images, d’animations, voire méme le morphing de voix.
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