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Nous nous intéressons à la construction de conditions aux limites “équivalentes” pour la diffraction
d’ondes par un obstacle 3D de frontière régulière Γ recouvert par une couche mince d’épaisseur δ dont les
caractéristiques physiques varient périodiquement avec une période proportionnelle au petit paramètre
δ. On note Ω le domaine extérieur et Cδ la couche mince et on pose Ωδ := Ω ∪ Cδ.
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Nous considérons l’équation des ondes scalaire:

div
(
ρδ ∇uδ

)
+ ω2µδ uδ = f dans Ωδ avec u = 0 ou ∂νu = 0 sur ∂Ωδ, (1)

où les coefficients ρδ et µδ sont supposés être constants dans Ω et ”périodiques” dans Cδ. Si, dans le cas
d’une couche plane, la notion de fonction périodique est claire, elle est ambigue - et non intrinsèque -
pour une surface générale Γ. Pour contourner cette difficulté, nous avons choisi de définir (localement)
Γ comme l’image d’un ouvert O de R2 par une transformation régulière ψΓ : R2 7→ R3. On peut alors
(localement) voir la couche mince comme l’image d’une couche plane de référence d’épaisseur unité,
O×]0, 1[, qui coincide avec ψΓ sur O × {0}, et préserve les normales tout en réalisant un rescaling la
direction normale (voir figure ci-dessus pour une illustration). Cette définition est censée modéliser les
processus industriels de fabrication de la couche mince. Pour δ assez petit, on peut alors définir des
coordonnées locales :(xΓ, ν) ∈ Γ×]0, δ[ et on appelle fonction périodique dans Cδ, une fonction de la
forme:
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)
oú xΓ = ψΓ(x) (2)

et ĝ(x̂, ν̂) : R2×]0, 1[7→ C, est une fonction periodique en x̂. En s’inspirant de [1], on combine alors les
techniques d’homogénéisation avec la méthode des développements asymptotiques raccordés pour faire
l’analyse asymptotique du problème (1) pour δ petit et en déduire une condition au bord d’ordre 2 de la
forme: {
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Γ sont des opérateurs différentiels tangentiels d’ordre 2 (au plus) sur Γ dont les
coefficients (fonctions de xΓ), dépendent à la fois du tenseur de courbure de Γ, de la fonction ψΓ et des
caractéristiques du matériaux dans la couche : ces coefficients se calculent en résolvant des problèmes
de cellule elliptiques particuliers dans la géométrie de référence qui dépendent de xΓ ces probl‘emes font
appel aux fonctions ρ̂ et µ̂ associées à ρδ et µδ (cf. (2). Quand la couche est homogène, on retrouve bien les
mêmes conditions que dans [2]. Nous avons pu démontrer que les problèmes aux limites extérieurs associés
à (3) étaient bien posés et établir des estimations d’erreur, moyennant des hypothèses de régularité de la
fonction ψΓ : si uδ2 d’esigne la solution associée à la condition (3), on montre que

‖uδ − unδ ‖H1(K) ≤ CK δ3, pour tout K ⊂ Ω borné tel que /K ∩ Γ = ∅.
Références

[1] Delourme, Bérangère and Haddar, Houssem and Joly, Patrick, Approximate Models for
Wave Propagation Across Thin Periodic Interfaces, Jounal de mathématiques pures et appliquées.
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