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Le problème de Cauchy et des problèmes aux limites pour les lois de conservation scalaires ∂tu+∂xf(u) = 0
(notés (P ) dans la suite) ont donné lieu à une théorie particulièrement riche et non-triviale en ce qui
concerne l’interprétation rigoureuse de l’équation et des conditions aux limites associées ([8, 7]). Une
façon souvent utilisée pour commencer à parler de “u solution de (P )” est de voir u comme limite d’une
suite (uε)ε des solutions des problèmes (P ε) approchant (P ). D’un point de vue de modélisation, (P ε)
doit alors représenter un modèle très proche du phénomène qu’on souhaite modéliser par (P ). Et d’un
point de vue mathématique, (P ε) doit être un problème “plus simple” (admettant, par exemple, des
solutions faciles à caractériser). Enfin, (P ) doit être “une limite” de (P ε)ε, mais dans la pratique il s’agit,
au départ de l’analyse, d’un passage à la limite purement formel. Dans cet exposé, nous verrons que
(P ) est souvent une limite singulière de (P ε)ε, ce qui veut dire que les propriétés qualitatives, le cadre
fonctionnel, la définition même d’une solution, ainsi que les stratégies de son approximation numérique
pour u et pour uε peuvent être drastiquement différentes. Deux questions fondamentales se posent :

• Hormis ces propriétés de uε qui “ne passent pas à la limite”, lesquelles sont héritées par u ?

• Peut-on caractériser une limite singulière u intrinsèquement par de telles propriétés, sans faire appel
à la connaissance d’une suite (uε)ε qui l’engendre ?

Sans prétendre à une quelconque exhaustivité, on illustrera l’approche “par limites singulières” à l’aide
de quelques idées et résultats récents ([1, 2, 3, 4, 5, 6]) portant sur la prise en compte des conditions aux
limites (autres que Dirichlet, [7]) et des conditions de couplage par une interface interne pour les lois de
conservation scalaires. On soulignera l’apport de la bonne compréhension théorique de tels problèmes
pour la construction des schémas d’approximation, ainsi que le rôle joué par les concepts issus de l’analyse
numérique dans la formulation et l’étude théorique des lois de conservation.
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