
Analyse numérique de problèmes de contrôle pour des
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Considérons un problème parabolique linéaire de la forme

∂ty + Ay = 1ωv, dans Ω, y(0) = y0, (P )

sur lequel agit un contrôle v ∈ L2(]0, T [×ω) distribué sur un sous-domaine ω de Ω.
On s’intéresse au problème de contrôle approché (peut-on construire v de sorte que y(T ) soit aussi petit
que voulu ?) et au problème de contrôle à zéro (peut-on construire v de sorte que y(T ) = 0 ?). D’un
point de vue du système continu (P ), ces deux problèmes sont aujourd’hui bien compris (surtout dans le
cas scalaire). Dans le cas où un tel contrôle existe, il est facile de voir qu’il en existe un unique de norme
L2 minimale (on dira de coût minimum) et c’est à ce contrôle particulier que l’on choisit s’intéresser.

Dans cet exposé, on abordera la question de la controllabilité (approchée ou à zéro) de systèmes discrets
obtenus à partir de (P ) dans le but d’approcher numériquement les solutions du problème de contrôle
initial. Plus précisément, on s’intéressera à la fois à des semi-discrétisations en espace

∂tyh + Ahyh = 1ω,hvh, yh(0) = y0,h, (Ph)

et à des discrétisations complètes de type Euler par exemple
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n+1
h , ∀n ≥ 0. (Ph,∆t)

Les questions naturelles qui se posent et auxquelles nous apportons des réponses dans [1, 2, 3, 4] sont:

• A h et/ou ∆t fixé(s), existe-t’il un contrôle (semi-)discret pour (Ph) et/ou (Ph,∆t) ?

• Si oui, peut-on établir des bornes uniformes sur ces contrôles par rapport aux paramètres d’approximation
et montrer ainsi la convergence de la méthode numérique ?

• Si non, que peut-on faire pour trouver quand même une approximation de la solution du problème
initial ?

• Comment calculer, en pratique, ces contrôles (semi-)discrets ?

La méthode sur laquelle nous nous basons (HUM : Hilbert Uniqueness Method) est relativement ancienne
et remonte aux travaux de Glowinski et Lions (voir par exemple [5]), mais nous en donnons une analyse
nouvelle.
Celle-ci repose principalement sur la preuve et l’utilisation d’estimations d’énergie à poids pour les solu-
tions de problèmes elliptiques ou paraboliques (semi-)discrets appellées inégalités de Carleman discrètes
et que nous avons développées. Le cas des problèmes paraboliques scalaires semi-linéaires sera également
discuté.

Je donnerai un aperçu des résultats de la littérature puis décrirai nos principales contributions, les grandes
lignes des preuves et montrerai de nombreaux résultats numériques, y compris dans des cas plus complexes
que ceux concernés par nos résultats théoriques.
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