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Dans l’approximation d’écoulements multifluides visqueux incompressibles, après une discrétisation en
temps, on est souvent amené à résoudre un problème de Stokes à viscosité variable. Nous proposons
de présenter quelques résultats récents sur l’approximation par des méthodes DDFV (Discrete Duality
Finite Volume) du problème de Stokes avec viscosité discontinue. Ces schémas volumes finis ont été
initialement introduits dans [5] et étudiés dans [3] pour approcher l’équation de Laplace sur des maillages
2D très généraux, ne vérifiant en particulier pas nécessairement la condition d’orthogonalité classique
des maillages volumes finis. L’approximation du problème de Stokes avec une viscosité réguliére par des
méthodes DDFV a été traitée dans [6], en approchant la vitesse uT simultanément aux centres et aux
sommets des mailles du maillage initial, et la pression pD sur le maillage dit diamant (maillage où est
localisé le gradient discret ∇D :

(
R2
)T −→ (M2(R))D). On peut alors construire une divergence discrète

divT : (M2(R))D −→
(
R2
)T en dualité avec ce gradient discret qui se traduit dans le cas de conditions

aux limites de Dirichlet homogène (uT ∈ E0) par la formule de Green suivante :

∀ξD ∈ (M2(R))D, ∀uT ∈ E0, −
∫

Ω

divT (ξD) · uT =
∫

Ω

(ξD : ∇DuT ).

Le schéma s’écrit alors: Trouver uT ∈ E0 et pD ∈ RD tels que,

divT (−2ηDDDuT + pDId) = fT , Tr(∇DuT ) + h2
DS

D(pD) = 0,
∑
D∈D

mDp
D = 0, (1)

avec DDuT = 1
2 (∇DuT + t(∇DuT

)
). Le terme SD(pD) est un terme de stabilisation nécessaire dans

la preuve d’existence et d’unicité des solutions du schéma (1) pour des maillages généraux. Pour un
choix de SD(pD) de type Brezzi-Pitkäranta (voir [2] et [4]), et une viscosité variable mais régulière, on
obtient des estimations d’erreur d’ordre 1 en norme H1 (resp. en norme L2) pour la vitesse (resp. pour
la pression). Dans le cas où la viscosité est discontinue, les résultats numériques dans [6] montrent que
le schéma converge encore mais l’ordre de convergence n’est plus égal à 1. Cela vient du fait que les
discontinuités de la viscosité impliquent un défaut de consistence des flux numériques. On propose de
modifier le schéma afin de prendre en compte les sauts des coefficients et de retrouver un meilleur ordre de
convergence. Comme dans le cas scalaire [1], on définit un nouveau gradient discret constant par quart
de diamants. Ce qui permet d’introduire un nouveau tenseur des contraintes visqueuses constant par
diamant, noté Dη,N

D uT . On remplace dans (1) ηDDDuT (resp. h2
DS

D(pD)) par le nouveau tenseur des
contraintes visqueuses Dη,N

D uT , (resp. une nouvelle stabilisation h2
DS

D(pD,DDuT ) qui prend en compte
les sauts de pression). Ce schéma est bien posé et, pour un choix particulier de SD(pD,DDuT ), il est
même d’ordre 1 lorsque la viscosité est discontinue.
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