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L’ algorithme de Schwarz sous sa forme moderne fut introduit par P.L. Lions dans [4]. Il proposa également
d’utiliser l’algorithme pour des problèes d’évolution. Cet algorithme, nommé par la suite Schwarz wave-
form relaxation, fut ensuite étudié indépendamment dans [2] et [3] pour l’équation d’advection-diffusion
linéaire. Dans ces articles fondateurs, la convergence de l’algorithme fut établie en utilisant le principe
du maximum et la transformation de Laplace en temps.
Une extension à l’équation de réaction-diffusion ∂tu − ∆u − f(u) = 0 en dimension 1 fut considérée
dans [1]. Pour un problème non linéaire, chaque nouvelle itération de l’algorithme introduit un nouveau
temps d’existence plus petit. Avec l’hypothèse f ′(u) ≤ C, ce problème disparâıt et les itérées sont
définies naturellement sur le même intervalle de temps. La convergence linéaire est ensuite obtenue sur
un intervalle de temps non borné par des calculs explicites sur l’éuation linéarisée. Ainsi, l’algorithme
hérite des propriétés essentielles de la relaxation d’onde. D’autres nonlinéarités, en dimension supérieure,
furent considérées par Lui dans [5]. Le cadre de l’étude est la méthode de monotonie dans lequel il n’y a
pas non plus de problème de temps d’existence.
Nous considérons ici l’équation de la chaleur semi-linéaire ∂tu−∆u−f(u) = 0 dans un domaine cylindrique
Ω = D × (a, b) de R3, avec une non-linéarité f(u) qui est dans C1(R) et il existe Cf > 0, p > 1 tel que
|f ′(x)| ≤ Cf |x|p−1 ∀x ∈ R. Nous proposons une preuve d’existence et de convergence de l’algorithme de
Schwarz pour l’équation, qui repose sur l’utilisation du théorème de Banach dans un espace bien choisi,
et sur de nouvelles estimations d’erreur cylindriques. Nous découpons le domaine en bandes cylindriques
Ωi = D× (ai, bi), avec a1 = a and bI = b. Ces bandes se recouvrent, c’est-à-dire que pour tout i ∈ {1, I},
ai+1 < bi < ai+2. A chaque étape, nous devons donc résoudre dans Ωi un problème de Cauchy avec des
conditions aux limites de Dirichlet hétérogène. Le domaine n’a pas la régularité voulue pour appliquer les
théorèmes classiques, nous avons donc établi de nouvelles preuves. Pour cela, nous introduisons l’équation
intégrale associée w(t) =

∫ t
0
S(t − s)f(w + v)(s)ds, que nous étudions à l’aide du théorème de Banach

dans le sous-espace YT de L∞loc((0, T ), L2p(Ω)), muni de la norme ||u||YT
= supt∈(0,T ) t

α||u(t)||2p. Par
utilisér la méthode de point fixé, nous avons ainsi une solution unique à notre problème. Pour montrer
que l’algorithme converge linéairement, nous établissons des estimations cylindriques. Nous introduisons
la fonction Ψ(x, t) = (u−ukj )2 exp(β(z−aj)−γt), dans Ωj , et l’opérateur parabolique L = ∂t−∆+2β∂z.
Pour γ − β2 suffisamment grand, L(Ψ) ≤ 0. Le maximum de Ψ est donc atteint sur l’une des frontières
des Ωj × [0, T ). En parcourant les intervalles de b à a, nous obtenons le résultat.
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