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Le but de cet exposé est de présenter des résultats numériques récents concernant la structure et les
propriétés des états stationnaires localisés de l’équation de Schrödinger non linéaire avec un potentiel
quadratique; qui s’écrit :

i
∂ψ

∂t
+ ∆ψ − ‖x‖2ψ + |ψ|2σψ = 0, ψ = ψ(t, x), x ∈ Rd, t > 0. (1)

Il s’agit du modèle mathématique idéal intervenant dans la description d’un condensat de Bose-Einstein
plongé dans un champ magnétique. Ce phénomène correspond à un état particulier d’un gaz de bosons
à très basse température et a été prédit par Albert Einstein dès 1924.

Dans ce cas, il est possible de s’intéresser aux états stationnaires définis par ψ(t, x) = eiωtu(x) avec
u fonction localisée. Le problème de départ est alors ramené à la résolution d’un problème elliptique
non linéaire posé sur l’espace entier, dont on cherche les solutions radiales de la forme u(x) := U(‖x‖).
Contrairement au cas sans potentiel, ω doit être traité comme un paramètre en plus de d et σ (voir [1]).
De plus, la présence du terme correspondant au potentiel quadratique ne permet pas d’utiliser l’identité
de Pohozaev pour obtenir des conditions nécessaires à l’existence de tels états si ω < 0. Il faut alors
traiter les 3 types de non-linéarité : critique, sous-critique et surcritique.

En utilisant la théorie des bifurcations, on démontre l’existence de branches bifurquées de solutions
localisées au voisinage de chaque valeur propre. De plus, ces solutions peuvent être paramétrées par
leur nombre de noeuds k. Notre objectif est de générer numériquement le diagramme de bifurcation
pour les trois types de non-linéarités. Pour cela, on étudie théoriquement la convergence de l’algorithme
de tir adapté à cette équation et on montre que cette méthode permet de construire ces diagrammes
indépendamment du type de la non-linéarité (voir les figures 1 et 2). Ceci nous a permis de donner des
réponses optimales à des questions ouvertes concernant l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions
stationnaires en fonction de la dimension d, de la fréquence ω, de la puissance non linéaire σ et du nombre
d’annulations k (voir [2]).

Figure 1: Non-linéarité sous-critique: d = 2, et
σ = 1.5.

Figure 2: Non linéarité surcritique: d = 3 et
σ = 2.2.
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