Grandes solutions globales régulieres pour I'équation de Navier-Stokes
tridimentionnelle
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L’équation de Navier-Stokes dans R3

ov~+v-Vv—vAv = —Vp
divv =20
/U‘t:O p— ’UO

ou v > 0 est la viscosité du fluide, supposée 1 dans la suite et

v=(vt,v2,v3), v-V=rovl-—" +2£_|_,U38 : vp:<8p’8p78p)’
(9371 0x»o 0x3 Oxq1 Oxp Oxs3
92 9%  0? ovl v Ov3
A= et dive = :
8:132 + 8:132 t 022 8:133 v 0xq + 0xo + 0x3
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L’équation de Navier-Stokes dans R3

ov~+v-Vv—vAv = —Vp
divv =20
/U‘t:O p— 'UO

ou v > 0 est la viscosité du fluide, supposée 1 dans la suite et

v=(v1,v2,v3), v-V=u -+ Qi—l—v?’a : vp:<8p’8p78p>’
(9:171 0x»o 0x3 Oxq1 Oxp Oxs3
92 9%  0? ovl v Ov3
A= et dive = :
(’9:132 t (’9:132 1 922 (’9:133 b 0x1 + 0xo + 0x3

Un Champ de vecteurs dépendant du temps v dont les composantes
sont L ([0, T] x R?) est une solution (faible) de (NS,) si pour tout champ

de vecteurs indéfiniment différentiable a support compact et de divergence
nulle W,

(), W (1, ) = oW (0, ) + [ (), W',
+ /Ot(<fv, A\U> -+ <,U X v, V\U> - <fU, at\u>>(t/) dt/.
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Les théoremes fondateurs de J. Leray

Théoreme (J. Leray, 1934) Soit ug dans L?(R3). Il existe une solution
globale turbulente de (NS) c’est-a-dire une solution uw appartenant
a3 L>®°(RT: L?) N L2(RT; HY) qui de plus satisfait

1
SIuIZ2+ [ IV 220t < luol2
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Les théoremes fondateurs de J. Leray

Théoreme (J. Leray, 1934) Soit ug dans L?(R3). Il existe une solution
globale turbulente de (NS) c’est-a-dire une solution uw appartenant
a3 L>®°(RT: L?) N L2(RT; HY) qui de plus satisfait

1
SIuIZ2+ [ IV 220t < luol2

Théoreme (J. Leray, 1934) Si |Jug||;2||Vuol|;2 assez petit, alors il existe une
unique solution globale continue borné de RT a valeurs H1
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Les théoremes fondateurs de J. Leray

Théoreme (J. Leray, 1934) Soit ug dans L?(R3). Il existe une solution
globale turbulente de (NS) c’est-a-dire une solution uw appartenant
a3 L>®°(RT: L?) N L2(RT; HY) qui de plus satisfait

1
SIuIZ2+ [ IV 220t < luol2

Théoreme (J. Leray, 1934) Si |Jug||;2||Vuol|;2 assez petit, alors il existe une
unique solution globale continue borné de RT a valeurs H1

— méthode de compacité (Ascoli)

— méthode de point fixe (Picard)
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Le cas des données petites : le point de vue de Kato

Définition On appelle B la forme bilinéaire définie par

OB(u,v) — AB(u,v) = —%P(div(u ®v) 4+ div(v ® u))
B(u,v)|t20 =0

ou P désigne le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs a divergence

nulle i.e.

Pr € r_valdivy.
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Le cas des données petites : le point de vue de Kato

Définition On appelle B la forme bilinéaire définie par

OB(u,v) — AB(u,v) = —%P(div(u ®v) + diviv ® u))
B(u,v)|tzo =0

ou P désigne le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs a divergence
nulle i.e.
déf

Pf= f— VA ldivf.
Résoudre le systeme (INS) apparait alors équivalent a résoudre

v = etAvO + B(v,v)
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Le probleme devient alors de trouver un espace de Banach X adapté de
fonctions sur RT x R3, c'est-a-dire un espace tel que tel que I'opérateur

bilinéaire B envoie continiment X x X dans X.
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Le probleme devient alors de trouver un espace de Banach X adapté de
fonctions sur RT x R3, c'est-a-dire un espace tel que tel que I'opérateur

bilinéaire B envoie continiment X x X dans X.

Remarque fondamentale D’'aprés l'invariance par translation et

I'invariance d’'échelle de I'équation, la norme sur X doit vérifier

IFO2t A (@ — @) lx ~ A Y fllx
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Le probleme devient alors de trouver un espace de Banach X adapté de
fonctions sur RT x R3, c'est-a-dire un espace tel que tel que I'opérateur

bilinéaire B envoie continiment X x X dans X.

Remarque fondamentale D’'aprés l'invariance par translation et

I'invariance d’'échelle de I'équation, la norme sur X doit vérifier

IFO2t A (@ — @) lx ~ A Y fllx

Théoreme Soit X un espace adapté, si vg est telle que ||etAvo||X est assez

petit, alors il existe une unique solution de (NS) dans X.
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Le probleme devient alors de trouver un espace de Banach X adapté de
fonctions sur RT x R3, c'est-a-dire un espace tel que tel que I'opérateur

bilinéaire B envoie continiment X x X dans X.

Remarque fondamentale D’'aprés l'invariance par translation et

I'invariance d’'échelle de I'équation, la norme sur X doit vérifier

IFO2t A (@ — @) lx ~ A Y fllx

Théoreme Soit X un espace adapté, si vg est telle que ||etAvo||X est assez

petit, alors il existe une unique solution de (NS) dans X.

C'est simplement le théoreme de Picard!
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A la recherche du plus grand espace adapté

Proposition (Y. Meyer) Soit Xg un espace de Banach continiment inclus
dans S'(R3) et tel que

IFOC =N ~ Al xo-

On alors

1

S tA
sup 2| fl| oo < I fllxo-
t>0
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A la recherche du plus grand espace adapté

Proposition (Y. Meyer) Soit Xg un espace de Banach continiment inclus
dans S'(R3) et tel que

IO =N ~ A I Fllxg-
On alors
1
sup 2" fll oo < 11 Il xo-
t>0

Démonstration Remarquons que

(e Y < Clfllxg
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A la recherche du plus grand espace adapté

Proposition (Y. Meyer) Soit Xg un espace de Banach continiment inclus
dans S'(R3) et tel que

— —1
[fOC="a)lxg ~ A "Il xq-
On alors
1
sup 2" fll oo < 11 Il xo-
t>0
Démonstration Remarquons que

(e Y < Clfllxg

Par dilatation et translation, on en déduit que

(3]t < C
sup t2|le”= fllpe < C|l fll x,-
£>0
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L’espace de Koch et Tataru

Le schéma itératif impose que e!®uvgy soit dans LZOC(R"' x R3). L'invariance
d’'échelle et la proposition précédente conduisent a la

(Rt x R3) telles

><OO7

Définition On désigne par X I'espace des fonctions f de L?
que

loc

N|—

1£1lx ‘é"sup(tznf(t)nm + sup m3( [ /B )Pyt

r€R3
R>0
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L’espace de Koch et Tataru

Le schéma itératif impose que e!®uvgy soit dans LZOC(R"' x R3). L'invariance
d’'échelle et la proposition précédente conduisent a la

Définition On désigne par X I'espace des fonctions f de L? (RT x R3) telles

que

loc

- R2 1
17lx sup Ol + sup RE( [ [ Paar)”) < oo

r€R3
R>0

Théoreme (H. Koch et D. Tataru, 2001) L’opérateur bilinéaire B est
continu de X x X dans X.
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L’espace de Koch et Tataru

Le schéma itératif impose que e!“vg soit dans L2 (RT x R3). L'invariance
d’échelle et la proposition précédente conduisent a la

Définition On désigne par X I'espace des fonctions f de L? (R+ x R3) telles

que

loc

1711 gsup(wnf(t)nm +sup R3( [ /B@ o £t Pyt ) ) < oo,

rE€R3

R>0
Théoreme (H. Koch et D. Tataru, 2001) L’opérateur bilinéaire B est
continu de X x X dans X.

Exemple Si

A 3
v0.() = 2 cos( 2 ) (-0 (), 1p(2), 0),
g g
alors
le"Pvg el x < ACy.
N
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Un exemple de grandes solutions globales régulieres

Pour a > 0, définissons e P3ly L 7-1(ealéslg(e)).
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Un exemple de grandes solutions globales régulieres

Pour a > 0, définissons e P3ly ¥ 7-1(caléslg(g)).

Theorem (I. Gallagher, M. Paicu, JYC, Annals of Maths 2011) Soit ug un
champ de vecteurs de divergence nulle tel que ||ea|D3|vo||H4 Soit assez petit.
Si e est assez petit, la donnée initiale

1
(’Ug(fb‘h, £x3), g’vg(wh, €$3))

génére des solutions globales réegulieres sur T2 x R.
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Le systeme remis a I'échelle

On recherche la solution sous la forme

def 1
u€(t7x> =e (vh(taxh78$3>a_’U3(t7$h7€$3)>'
g
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Le systeme remis a I'échelle

On recherche la solution sous la forme

Ceci conduit a

(RN Se)

ug(t, m) dZGf

/

\

avec A L' 92 4 92 4 263

// \
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(vh(ta Lh, 8$3>7 —’1}3(t, Lh, 8373)) .
g

Ol — Al + v Vol = —Viyg
8,5’03 — A3 4 v Vo3 = —8283q
dive =20
Yt=0 — Y0
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Le systeme remis a I'échelle

On recherche la solution sous la forme

def 1
uc"i(t)m) =e (’Uh(t,ibh,é‘w:g),—U3(t,$h,€$3)>.
g

Ceci conduit a

/

Ol — Al + v Vol = —Viyg
8,5’03 — A3 4 v Vo3 = —8283q
dive =20
Yt=0 — Y0

(RN Se)

\

avec A, & 0% 4+ 05 + 203 et

Ncqg = Zﬁjfukﬁkvj = ) 8jvk8kvj + (divy, v+ > 83Uj8j113.

7,k 1<j,k<2 1<y<2
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Le systeme remis a I'échelle

On recherche la solution sous la forme

def 1
uc"i(t)m) =e (’Uh(t,ibh,é‘w:g),—U3(t,$h,€$3)>.
g

Ceci conduit a.

/

Ol — Al + v Vol = —Viyg
8,5’03 — A3 4 v Vo3 = —8283q
dive =20
Yt=0 — Y0

(RN Se)

\

avec A, & 0% 4+ 05 + 203 et

Ncqg = Zﬁjfukﬁkvj = ) 8jvk8kvj + (divy, v+ > 83Uj8j113.

7,k 1<7,k<2 1<5<2
Le syteme (RNS:) est mal posé'!
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A model problem

Etudions le systeme modele suivant
(MP) 4+ ~yu=a(D)(u?)

ou a(D) est un multiplicateur de Fourier d’ordre 1 et v un nombre positif.

Définissons

il

2 def
2 — . )
L 2i<|¢|<2i+1

a(©Pde and | fllp E ] (2% hull2) [

Theorem Si ||e®/Plug|| 3 est assez petit , il existe une solution de (M P)
B

3

5
3

dans L>® N LY(RT; B2).
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Une méthode de Cauchy-Kowalevska globale

Pour toute fonction W sur RT x Z2 x R et f sur R%, on définit

fu) € FHVEIF, ) and T =FYf)

Introduisons

9<t>d§f||u¢<t>||B% with 0(0)=0 and &(t€) = (6 — M())¢].
qui peut s’écrire

0(t) def 3 Qj%||€(5—9(t))|D\u(t) ||L]2.
J
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La formule de Duhamel donne

Ma(t, )] < [a0(@)] +C [ e F@HE) ).

Tant que 6 — \0(t) reste positive, on a

(5= 0()IE] < (5~ ND)IE — nl + (6~ 20l — N [ 0" )at”

Ceci donne

t / EACHN A4
Maw(t )] < [ Flig(©)| + O [ AW e FuF (1)) ()t

//A
| UNIVERSITE
\Q{E{% e&MARIE CURBRIE
TASCTENCE A DARIS

Paris, le 20 décembre 2012

27



U Nod (AN /
a2 < €17 uoll o + O [ e I I (1)) o'

Lemma

-3 / .3 -
2727 IIaQ(t)IIsz_ < CCjIIa(t)IIsz,Z2J2llewa(t)||L%o(L§) with 3¢ = 1.
J j

Ceci donne
-3
5|t 5| D)
272|le U¢(t)||L%O(L§)§||€ uo||Lj2,

t . it ) .3
+Ce; /O 21 A2 Jyr O 61yt 37 272 | M ug (1) L3(12)
J
Par sommation sur j, on trouve

| 5 Cn 3
1'0(t) <3 272" ugy () oo 2y < €97 uoll 3 + =30 272 )| uag ()] oo .2y
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